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 The tractor-trailer system is a wheeled mobile robot (WMR), including one wheeled unit named tractor 

that is equipped with actuators and one or some wheeled units named trailer that are connected to each 

other with a passive joint. In this paper, it is assumed that the system locomotion is by tractor, and 

trailer is completely passive. In this paper, we develop the kinematic model of tractor-trailer; so the 

inputs of system are supposed to be tractor angular velocity and trailer linear velocity. Because of pure 

rolling condition between wheel and ground surface, we encounter a nonholonomic system. In this 

paper Model Predictive Control (MPC) is used in control designing of Tractor-Trailer for the first time 

and the goal is trajectory tracking of trailer position. First, the kinematic equations of tractor-trailer are 

developed. Then a feasible reference geometrical path is considered. After linearizing the system 

equations around reference path and using MPC that is an optimal control based method, a tracking 

controller is designed that minimizes a predefined cost function. Considering actuator saturation in 

system inputs, we solve a constrained optimization problem using numerical methods. The controller 

designed in this paper, will be compared against classic controller PID and its better performance is 

presented. Finally, the effectiveness and robustness of controller against disturbances and parameter 

uncertainties is proved using MATLAB software results. 
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vüĉ ¡wz½vÀå ½ĀÕ Ăz wăāºþĉ¡wz½ I¢ÞþÍ ½¹ ćvwăć ¢ùº·¡wz½ IûwÅ½wăć 

ÿ½w«$ ó¿wþù ½¹ ā¹wæ¤Åv ¹½ĀùÉwù IwăüĊwăć üú¯ý¿Ĉ½¹ I# ¹¾z½wíwăć wz 

Å¾¤Å¹Ĉ wă½wí IwÒå$ ëwý¾Ö· ÿ ¢¸Åć ùwÚýIĈ ú£ÀĊ z¿ û¹¾íĂõwwăć 

Ă¤Æăþ°úă ÿ #ćvüĊ v¾zć Ĉù¾ñ¾Å $¹¾{ýćwă £wz½IĈîĊ ¡wz½wăć 
ów{£Āåõ¢ÆĊāºÉ Üévÿ ā¹wæ¤Åv ¹½Āù #ºýv 817)  ôĊõ¹ µ¾¯ ÷ÀĊýwîù Ĉñ¹wÅ

ø¤ÆĊÅ ½¹ ûj ¿v ā¹wæ¤Åv ćv¾z Ĉ{Åwþù ¿v ā¹wæ¤Åv ā¿ÿ¾ùv )¢Åv ĈîĊ£wz½ ćwă

¡wz½Ăĉw~ ćwăµ¾¯ ë¾´¤ù½v¹1 üĊÉwù ºĊõĀ£ Ô· ½¹ć¿wÅ ć¾ùv Iï½Àz ćwă
¡wz½ üĉv )¢Åv ¹ĀĄÊù ÿ ªĉv½āºúÝ øĄÅ wă ºý½v¹ ĈĉwÒå ¡wåwÊ¤ív ½¹ ÀĊý ćv
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ûj û¹¾í òývāÀĊ )¢Åv ĂþĊù¿ üĉv ½¹ ĈÊăÿÂ~ ćwă½wí ćv¾z ćvówÅ ½¹wăć 
                                                                                                                                           
1 Wheeled mobile robot 
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Ĉù ¡½ĀÍ ãĀýw~wĊõ ćwĉwÒé ¿v ā¹wæ¤Åv wz yÅwþù ó¾¤þí ûĀýwé ¢ĉwĄý ½¹ )¹¾ĉ¼~

                                                                                                                                           
1 Newton-Euler 
2 Lagrange 
3 Holonomic 
4 Nonholonomic 
5 Trajectory tracking 
6 Posture tracking 
7 Point tracking 

ĂĊ{É ªĉw¤ý wzÉ Ătv½v ć¹wĄþÊĊ~ ¾õ¾¤þí ć¿wÅ Ü«¾ù ½¹ )¢Åv āº8107  üúÑ

½Ā¤í¾£ ¡wz½ ø¤ÆĊÅ Ĉå¾Þù(  wz ¡wz½ ĈîĊùwþĉ¹ ÿ ĈîĊ£wúþĊÅ ¡đ¹wÞù I¾öĉ¾£
 ÷ºÝ Ó¾É ÿ ìĊùĀýĀõĀă¾Ċá ¹ĀĊé Ï¾åµ¾¯ ½¹ ÇÀâõĈù ©v¾¸¤Åv wă J¹ĀÉ

ãĀýw~wĊõ ĈîĊ£wúþĊÅ ó¾¤þí ìĉ ¿w¬ù Ĉýwù¿ ¾ĊÆù Ĉzwĉ¹½ ćv¾z Ä Å(  wþ{ù

Ĉù Ĉ³v¾ÕĈù Ĉ³v¾Õ ćĀ´ý Ăz v½ ĈîĊùwþĉ¹ ¾õ¾¤þí ìĉ ûj ¿v Ä~ )¹ĀÉ ºþí

Ăö³¾ù ½¹ āºÉ Ĉ³v¾Õ Ĉõ¾¤þí ûĀýwé IĈîĊ£wúþĊÅ ć¹ÿ½ÿ w£  v½ ô{é
Ĉzwĉ¹½ø¤ÆĊÅ ½¹ )ºþíĈîĊùwþĉ¹ ćwă ĈþĊÞùwý ÿ ¡wÉwÊ¤áv ¹Ā«ÿ ¹¾îöúÝ wă

óºùĈù Èăwí v½ ó¾¤þí ÿ ć¿wÅ½Ā¤í¾£ ø¤ÆĊÅ ÷ÿwêù ĈêĊ{Ö£ ó¾¤þí )ºă¹( 

ĈþĊÞùwý ü¤å¾ñ ¾Úý ½¹ wz ¾öĉ¾£ ½¹ ¹ÿº´ù ¡wÉwÊ¤áv ÿ wă810'117  Ă¤·v¹¾~

¢Åv āºÉ )Ąz ó¾¤þíĂþĊ ýÀĊ êÖþùĈ ½¹ Ăí ¢Åv ó¾¤þí Ĉ³v¾Õ Æzć½wĊ  ¿v
ø¤ÆĊÅ ĈîĊýwîù ćwăā¹wæ¤Åv ¹½Āù ¢Åv Ă¤å¾ñ ½v¾é) ĂõmÆù ô³  ½¹ Ĉõ¾¤þí

ãºă Üzw£ ìĉ û¹¾í ĂþĊúí wz ĂþĊĄz ó¾¤þí èÖþù8 Ĉù ôÍw³ Ü«¾ù )¹ĀÉ

8127 ĂõmÆù Ăz ĂþĊĄz ó¾¤þí ¿v ā¹wæ¤Åv wz  ìĉ ćv¾z ĂþĊĄz Ĉýwù¿ ¾ĊÆù Ĉ³v¾Õ

 ½¹ ûwñºþÆĉĀý )¢Åv Ă¤·v¹¾~ üĊòþÅ ½wz ôú³ ë¾´¤ù Ăĉw~ ĈîĊ£wz½ ćÿ¿wz
Çÿ½ wz Ăõwêù üĉvĂõmÆù ìĉ ć¹ºÝ ćwă ĂþĊĄzv¾É wz ć¿wÅ Ì¸Êù ć¿¾ù Ôĉ

Ăĉw~ ¢í¾³ ÿ ĈöÎæù ćwĉvÿ¿ ćv¾z v½ ½vºĉw~ ÿ ĂþĊĄz Ĉýwù¿ ¾ĊÆù ÿ ā¹¾í ô³ v½ 

ā¹¾í ©v¾¸¤Åv ¡wz½)ºýv ~ ó¾¤þíÈĊzüĊ9 Ĉîĉ Çÿ½ ¿vwăć õ¾¤þíĈ  ¾zĂĉw~ 

Ąz ó¾¤þí èÖþùÈĊ~ Ĉýwù¿ ÷wñ ¾ă ½¹ Ăí ¢Åv ĂþĊ ø¤ÆĊÅ ¢ĊÞÑÿ ¿v ĈþĊz
Ĉù ¡½ĀÍ āºþĉj Ĉýwù¿ ÷wñ ºþ¯ ½¹ć¹ÿ½ÿ )¹¾Ċñ üĉv ÃwÅv¾z Ĉõ¾¤þí ćwă

ÈĊ~ĂýĀñ Ăz ĈþĊzĈù ©v¾¸¤Åv ćv÷wñ ½¹ ãºă Üzw£ Ăí ºýĀÉ Ĉýwù¿ ćwă

ÈĊ~āºÉ ĈþĊz  ¹ĀÉ ĂþĊúí āºþĉj8137ÈĊ~ ó¾¤þí )ówÅ ½¹ üĊz ćwă·vĊ¾ 

¶Åw~óºù ¿v ć½wĊÆz ćĀñ ¢Åv ā¹Āz ĈÞévÿ ćwă8147 )v çvºÎùüĉ ½¹ èÖþù 
81'147 ¾Þ£ wz Ăí ¢Åv āºÉ ÷w¬ýväĉ ìĉ Þz¾ù Üzw£Ĉ10  ¿vćwÖ· ¢õw³wă  ÿ

õ¾¤þí ÇĒ£Ĉ ý ÿÀĊ Ûw{Év Ï¾å ¹ÿ½ÿćwăć Å Ĉõ¾¤þí ûĀýwé ìĉ Iø¤ÆĊv¾zć 

¹½Ĉzwĉ Æù¾Ċ ýwù¿Ĉ ìĉ ¹ µ¾¯ ÿ¹ ¡wz½ĈöĊÆýv¾æĉ ³v¾ÕĈ Ĉù ÿ ûĀúõwÅ )¹ĀÉ

 ûv½wîúăìĉ Å óºùĈîĊ£wúþĊ ½Ā¤í¾£ ¡wz½ ¿v ā¹wÅ( ¾£¾öĉ ¾£ wz¾öĉ  Èýv½
ýwù¾åĈ  āv¾úă Ăzìĉ  ¾õ¾¤þí~ÈĊzüĊ á¾ĊÖ·Ĉ  āºÉ Ătv½v óºù ½¹ )ºý¹v¹ Ătv½v

 ¡wz½ ¢Ý¾Åìĉ ÿv¿ ÿ ¢zw§ ½vºêùĂĉ ¾£ ûwù¾å¾öĉ ¹ÿ½ÿ ûvĀþÝ Ăzć Åø¤ÆĊ 

¢Åv āºÉ Ï¾å 8157wí )wĊÅwĉ ûv½wîúă ÿ ûìĉ Å óºùĈîĊ£wúþĊ v¾zć 
Åø¤ÆĊ Ā¤í¾£½( ¾£¾öĉ ¾ă wz ýwù¾å Èýv½ ÷¾æ¤ö~ ÿ¹Ĉ wă¹¾z½wí wzć ¿½ÿwÊíć  v½

Ö· Ăz ÿ Ă¤å¾ñ ¾Úý ½¹Ĉć¿wÅ Æù óĀ³ ûj¾Ċ ýwù¿Ĉ wĄý ½¹ ÿ Ă¤·v¹¾~¢ĉ ìĉ 

Ö· óºùĈ wÖ· ¿vć Åø¤ÆĊ  Çÿ½ ¿v ā¹wæ¤Åv wz ûj ¿v Ä~ )ºý¹½ÿj ¢Å¹ Ăz

~ ó¾¤þíÈĊzüĊ Ö·Ĉ ĉõ¾¤þí ûĀýwé ìĈ ĄzĂþĊ v¾zć w~½vºĉ Ö· Üzw£ û¹¾í w
~ ¾æÍ ½¹¹wĄþÊĊ ûj )ºý¹¾í³v¾Õ wz wăĈ ¹ÿ½ÿ ÿ¹ û¹¾í ĂåwÑv ÿć ~½Ā¸ÊĊ  ÿ

Å Ăz ÷ÿwêùówþòĊ õ¾¤þíIĈ ~ ¾õ¾¤þí ÷vĀéć¹wĄþÊĊ ºý¹v¹ wê£½v v½ 8167 )Ĉîĉ 

¹¾òĉ wă½wí ¿vć ·v¾Ċ ÿ½ć Åø¤ÆĊ ½Ā¤í¾£( ¾£¾öĉ ~ ó¾¤þí ¿v ¹wæ¤Åv wzĊÈzüĊ 

 Ü«¾ù8177 Āý )¢ÅvûwñºþÆĉ ìĉ Å óºùĈîĊ£wúþĊ v¾zć ½Ā¤í¾£ ¡wz½( ¾£¾öĉ 
ýwù¾å Èýv½ Ï¾å wzĈ ý ÿ ½Ā¤í¾£ û¹ĀzÀĊ ÿv¿Ăĉ  wĄþ£ ûvĀþÝ Ăz ½Ā¤í¾£ ûwù¾å

¹ÿ½ÿć Åø¤ÆĊ Ö· wz Ä Å ÿ ā¹¾í Ătv½vĈć¿wÅ Åø¤ÆĊ ·¾z ÃwÅv¾zĈ 

Ñ¾å¡wĊ ā¹wÅ~ ó¾¤þí ûĀýwé āºþþíÈĊzüĊ ā¹¾í ówúÝv ûj ¾z v½ )ºývĈîĉ  ¿v

äÞÑwăć vüĉ v ÈăÿÂ~üĉ ¢Ą« wĄþ£ Ăí ¢Åvñć¾Ċ ¾£¾öĉ  ÿoùĂæõ Ñ¾ÝĈ 
ÞéĀù¢Ċ ¾£¾öĉ Àă Üzw£ ½¹Ăþĉ ¢Åv āºÉ ×w´õüĉv¾zwþz J  Èăwí Ăz ½¹wé ¾õ¾¤þí

wÖ·ć õĀÕĈ ÞéĀù¢Ċ ¾£¾öĉ ¹ äÞÑ )¹Āz ºăvĀ¸ý¾òĉ vüĉ í Ăõwêù Ï¾å ì¯Ā

·¾z û¹¾íĈ ¹wêù¾ĉ ÿv¿Ăĉćv Å óºù ½¹ø¤ÆĊ v¾zć Ö·Ĉć¿wÅ {Õ ÿ ¢ÅvĈÞĊ 

                                                                                                                                           
8 Objective function 
9 Model Predictive Control 
10 Quadratic 



  

ćv¾z Ĉýwù¿ ¾ĊÆù Ĉzwĉ¹½ ½Ā¤í¾£ ¡wz½( ¾öĉ¾£ ÈĊ~ ó¾¤þí Çÿ½ ĂzüĊz ûv½wîúă ÿ Ówz½ Ĉĉwzwz ûĒÅ½v 

 

ςρς  IÃ½ºù ìĊýwîù ĈÅºþĄùüúĄz 1396 ā½ÿ¹ I17  ā½wúÉ11 
 

v ¢Åvüĉ Å ½wíø¤ÆĊ Þévÿ óºù ¿v v½Ĉ  ówÅ ½¹ )¹¾í ºăvĀ· ½ÿ¹2017  ½Ā ýw·
 ûv½wîúă ÿìĉ Åø¤ÆĊ ½Ā¤í¾£(¾£¾öĉ v½v¹ ½Ā¤í¾£ ûj ½¹ Ăí v½ć µ¾¯wăć 

¹ĈöĊÆýv¾æĉ ¾£ ÿ ¹½vºýw¤Åv¾öĉ v½v¹ć µ¾¯wăć ÿ¾íć  ½v¾é ĂÞõĒÖù ¹½Āù ¢Åv

Ä~ )ºý¹v¹ ¿v ¸¤Åv©v¾ ¹ ¡đ¹wÞùĈîĊùwþĉ Å ÿĈîĊ£wúþĊ Åø¤ÆĊ  wzìĉ  Çÿ½

º«ºĉ õ ûvĀþÝ ¢´£ãĀýw~wĊ( ~Ĉ jć( ¹ć v Ă¤å¾ñ¾z¿ å ë½¹ĈîĉÀĊ ìĉ  ûĀýwé
õ¾¤þíĈ v¾zć ¹½Ĉzwĉ Æù¾Ċ ºý¹¾í ¹wĄþÊ~ Ü«¾ù 8187) 

 Ĉýwù¿ ¾ĊÆù Ĉzwĉ¹½¢õw³½Ā¤í¾£ ø¤ÆĊÅ ćv¾z wă( ĂõmÆù ¾öĉ¾£ ¢Åv ćv

 āºÉ Ă¤·v¹¾~ ìĊ£wúþĊÅ ²ÖÅ ½¹ ûj Ăz ÈăÿÂ~ üĉv ½¹ Ăí ó¾¤þí ¿v )¢Åv

¡wz½ ó¾¤þí ćv¾z wă½wz ĂþĊĄz Ăĉw~ ćwă üĉv ½¹ )¢Åv āºÉ ā¹wæ¤Åv ë¾´¤ù
ÈĊ~ ó¾¤þí ¿v ½wz üĊ¤Æ¸ý ćv¾z èĊê´£ ¡wz½ Ĉýwù¿ ¾ĊÆù Ĉzwĉ¹½ ćv¾z üĊz

½Ā¤í¾£( £ ×w´õ wz ĂþĊĄz ĈîĊ£wúþĊÅ ó¾¤þí ûĀýwé ìĉ ÿ āºÉ ā¹wæ¤Åv ¾öĉ¾

ć¹ÿ½ÿ ½¹ Ûw{Év ¾õ¾¤þí ¹¾îöúÝ Ä Å )¢Åv āºÉ Ĉ³v¾Õ ø¤ÆĊÅ ćwă

 ÷ĀÅ¾ù ¾õ¾¤þí wz āºÉ Ĉ³v¾ÕĈ{Åwþ£( óv¾ò¤ýv¾Ċñ( è¤Êù¾Ċñ  ĂÆĉwêù
Ĉù¹ĀÉ JÈĊ~ Ĉõ¾¤þí ûĀýwé øĊúÞ£ Ăõwêù üĉv ¹½ÿw¤Å¹ üĉv¾zwþz wz üĊz

ć¹ÿ½ÿêù ćwă½Ā¤í¾£ ¡wz½ ćv¾z ºĊ( ¿v Ĉîĉ )¢Åv ¾öĉ¾£ ¡ÿwæ£ćwă vüĉ  Ăõwêù

ó¾¤þí wzwăć ~ÈĊzüĊ ³v¾ÕĈ wă½wí ½¹ āºÉć ~üĊÊĊ  Èýv½ óºù ¿v ā¹wæ¤Åv

¹ĈöĊÆýv¾æĉ w« Ăzć ýwù¾å Èýv½Ĉ v¾zć ¢Åv ½Ā¤í¾£ üĊþ°úă I·¾z ãĒ·¾zĈ 
wă½wíć ~üĊÊĊ ÿv¿ wĄþ£ ĂíĉĂ ¹ÿ½ÿ v½ ½Ā¤í¾£ ûwù¾åć ù Ï¾åĈIºþþí v ½¹ĉ ü

¹ÿ½ÿ ÿ¹ ÈăÿÂ~ć ĄzĂþĊ øă ½ĀÕ Ăzv¾z ûwù¿ć ³v¾Õ ¡wz½Ĉ ùĈ¹ĀÉ) 

Ăùv¹v  ½w¤·wÅ Ĉå¾Þù üúÑ ÷ÿ¹ È¸z ½¹ Ăí ¢Åv ¡½ĀÍ üĉv Ăz Ăõwêù

½Ā¤í¾£ ø¤ÆĊÅ( óºù ÿ Ă¤·v¹¾~ ûj ĈÅºþă ćwă¾¤ùv½w~ ²ĉ¾Ê£ Ăz ¾öĉ¾£ 
Ĉù ©v¾¸¤Åv ø¤ÆĊÅ ćv¾z ĈîĊ£wúþĊÅ ø¤ĉ½Āòõv ±¾É wz ÷ĀÅ È¸z ½¹ )¹ĀÉ

ÈĊ~ ó¾¤þíĈÖ· wz üĊz Ĉõ¾¤þí ûĀýwé ìĉ Ü«¾ù ¾ĊÆù óĀ³ ø¤ÆĊÅ ć¿wÅ

ć¹ÿ½ÿ ½¹ Ûw{Év ü¤å¾ñ ¾Úý ½¹ wz ĂþĊĄz ÷½wĄ¯ È¸z )ºÉ ºăvĀ· Ĉ³v¾Õ wă

ĂĊ{É ¿v ôÍw³ ªĉw¤ý ćÿw³Ăí ¢Åv ø¤ÆĊÅ ć¿wÅ  ¹¾îöúÝ ¡w{§v ¢Ą«
 ĂÆĉwêù )¢Åv āºÉ ā¹½ÿj ÇwÊ¤áv āv¾úă ÿ ÇwÊ¤áv ûÿºz Ôĉv¾É ½¹ ¾õ¾¤þí

¾¤þíÈĊ~ ¾õ ¾õ¾¤þí wz āºÉ Ĉ³v¾Õ üĊzĈ{Åwþ£( óv¾ò¤ýv¾Ċñ( è¤Êù¾Ċñ1  ÀĊý

Ĉù ¡½ĀÍ È¸z üĉv ½¹Ă¬Ċ¤ý ¢ĉwĄý ½¹ )¹¾ĊñÈĊ~ ćwă½wí ÿ ć¾Ċñ ½¹ ÿ½

)¢Åv āºÉ ā¹½ÿj ø¬þ~ È¸z 

2( óºù ÿ ²ĉ¾Ê£ø¤ÆĊÅ ć¿wÅ 

µ¾¯ ¡wz½ ìĉ ôùwÉ ÈăÿÂ~ üĉv ½¹ ĂÞõwÖù ¹½Āù ø¤ÆĊÅ ½Ā¤í¾£ ÷wý Ăz ½v¹

 Ăz Ăí ¢ÅvĂöĊÅÿ ĈöĊÆýv¾æĉ¹ µ¾¯ ÿ¹2 Ĉù ó¾¤þí º³vÿ ìĉ üĊþ°úă ÿ ¹ĀÉ
µ¾¯ ôÎ¤ù ½Ā¤í¾£ Ăz ówÞå¾Ċá üĊ~ ìĉ wz Ăí ¾öĉ¾£ øÅv Ăz ¾òĉ¹ ½v¹ āºÉ

¢Åv ā¹wæ¤Åv ó¹wÞ£ ćv¾z ćÿ¾í ówÞå¾Ċá µ¾¯ ìĉ ¿v ¡wz½ ÿ¹ ¾ă ½¹ ) āºÉ

¢Åv ôîÉ ½¹ I1 Ówêýὅ  ÿὅ £¾£ ĂzĊy ûwÊýāºþă¹  ¾öĉ¾£ ÿ ½Ā¤í¾£ ÷¾« Àí¾ù

 )¢ÅvὨ ÿὨ Ăz wå yĊ£¾£ Ówêý ûwĊù ĂöÍὖ  ÿὅ ĂöÍwå ÿ Ówêýὖ  ÿὅ  v½
Èĉwúý Ĉùă¹ )ºþὦ  ÿὦ  ÀĊýĂz  yĊ£¾£ĂöÍwå äÎý µ¾¯ ¾öĉ¾£ ÿ ½Ā¤í¾£ ½¹ wă

¢Åv )ûwúăĈù āºĉ¹ Ăí ĂýĀñ ÿ ¾æÍ Äĉºýv wz ½Ā¤í¾£ ćv¾z wă¾¤ùv½w~ ÷wú£ ¹ĀÉ

ºz ¾öĉ¾£ ćv¾zāºÉ Ì¸Êù Äĉºýv ûÿäĊÍĀ£ ½v¹¾z )ºývāºþþí ā¾îĊ~  Ăz ø¤ÆĊÅ

$ ĂÖzv½ ¡½ĀÍ1)¢Åv āºÉ Ă¤å¾ñ ¾Úý ½¹ # 

)1( Ñ ὼ    ώ    —   —  

ὼȢώ  ĂÖêý ¡wÎ¤¸ùὖ IĈÅ¾þĉv āwò¤Å¹ ½¹—   ÿ—  ¢Ą« ÿ ½Ā¤í¾£ ć¾Ċñ

Ĉù ûwÊý v½ ¾öĉ¾£¢í¾³ )ºă¹¡wz½ ć¾ĉ¼~µ¾¯ ćwă ¢´£ ½v¹§m£Ċ¾  ć¹ĀĊé
Ă¤Å¹ ìĊùĀýĀõĀă¾Ċá ÿ ìĊùĀýĀõĀă ÛĀý ÿ¹ Ăz Ăí ¢ÅvĈù ćºþzć¹ĀĊé )¹ĀÉ 

  
                                                                                                                                           
1 PID 
2 Differential drive 

 
Fig. 1 The geometrical parameters of the considered Tractor-Trailer 
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$ ĂÖzv½ ¡½ĀÍ Ăz āºÉ ĈÖ· ìĊùwþĉ¹12Ĉù Ă¤ÉĀý #)¹ĀÉ 
)12( Ø  Æ Ø Æ Õ  

Ă¤ÆÆñ wzĂÖzv½ ć¿wÅ )12(ĂÖzv½ I $ ¢õw³ ĈöÑwæ£13Ĉù ôÍw³ #)¹ĀÉ 
)13( ØὯ ρ  !ὯØὯ "ὯÕὯ 

ĂÖzv½ ¡½ĀÍ Ăz ø¤ÆĊÅ äĊÍĀ£ wz Ĉù đwz¢õw³ ¾ĉ¹wêù ûvĀ£ ½¹ v½ ø¤ÆĊÅ ćwă
ûwúă )¹¾í Ă{Åw´ù Ĉýwù¿ ÷wñ ¾ă ãºă Üzw£ vº¤zv IºÉ Ă¤æñ ¾¤ÊĊ~ Ăí ½ĀÕ

ῸὼȢό Ĉù äĉ¾Þ£ ć½ĀÕ v½ v½ Ì¸Êù Ĉýwù¿ èåv ½¹ ø¤ÆĊÅ ½w¤å½ Ăí øĊþí

$ ĂÖzv½ ¡½ĀÍ Ăz Ĉ¤Å½¹ Ăz14)ºþí äĊÍĀ£ # 

)14( 

ῸὯ Ø Ὧ ὭȿὯ1ØὯ ὭȿὯ  

Õ Ὧ Ὥ ρȿὯ2ÕὯ Ὥ ρȿὯ 
 ûj ½¹ ĂíN  I¾Úý ¹½Āù Ĉýwù¿ èåv2 πȟ1 π Äĉ¾£wùćwă )ºþ¤Æă Ĉý¿ÿ 

¡½w{Ý ¿v ½ĀÚþù‪‰ȿ‚  ½vºêù‪ Ăö~ ½¹ ‰ÈĊ~ IĂÚ´õ ½¹ āºÉ ĈþĊz ć‚ 
ĂõmÆù ô³ wz )¢Åv ĂþĊĄzć¹ÿ½ÿ ½v¹¾z đwz ć¿wÅĂþĊĄz ćwă  Ăz āºÉ Ă{Åw´ù

$ ĂÖzv½ ¡½ĀÍ15)¹Āz ºăvĀ· # 
)15( ÕᶻὯȿὯȟȣȟÕᶻὯ ὔ ρȿὯ  

ûj ¿v¢õw³ ¾ĉ¹wêù Ăí w« ºþ¯ ½¹ ć¹ÿ½ÿ ÿ wă çĀå ãºă Üzw£ ½¹ Ĉýwù¿ ÷wñ
Ĉù āºĉ¹$ ćwă½v¹¾z ¢Åv ¾¤Ąz I¹ĀÉ16 ¿v ÿ äĉ¾Þ£ v½ #ûjwă  ãºă Üzw£ ½¹

)¹Āúý ā¹wæ¤Åv 

(16) 

ØὯ ρ

ØὯ ρȿὯ

ØὯ ςȿὯ
ể

ØὯ ὔȿὯ

ȟ 

ÕὯ

ÕὯȿὯ
ÕὯ ρȿὯ

ể
ÕὯ ὔ ρȿὯ

 

 

Ăõ¹wÞù Iºĉº« ć¹ÿ½ÿ ÿ ¢õw³ ½v¹¾z äĉ¾Þ£ wz )14( $ ĂÖzv½ ôîÉ Ăz17 ôĉº{£ #

Ĉù)¹ĀÉ 
)17( ῸὯ Ø Ὧ ρ1Ø Õ Ὧ2ÕὯ 

ĂÖzv½ ½¹ Äĉ¾£wù çĀå$ ĂÖzv½ ¡½ĀÍ Ăz wă18Ĉù #)ºþÉwz 

$18# 
2

2 π ȣ π
π 2 π ể
ể π Ệ π
π Ễ π 2

ȟ1

1 π ȣ π
π 1 π ể
ể π Ệ π
π Ễ π 1

 

Ăõ¹wÞù ów³ ć¹ÿ½ÿ ćv¾z v½ ø¤ÆĊÅ ¢õw³¢õw³ ÿ wă āºÉ äĉ¾Þ£ ºĉº« ćwă

ĂÖzv½ ½¹ )16( $ ĂÖzv½ ¡½ĀÍ Ăz19Ĉù ĈÆĉĀý¿wz #)øĊþí 
)19( ØὯ ρ !ὯØὯȿὯ "ὯÕὯ 

$ ĂÖzv½ ôîÉ Ăz ºĉº« ć¹ÿ½ÿ Äĉ¾£wù ÿ ¢õw³ Äĉ¾£wù20 ©v¾¸¤Åv # āºÉ

¢Åv) 

!Ὧ

!ὯȿὯ

!ὯȿὯὃὯ ρȿὯ
ể

ɜὯȟπ

 

"Ὧ   
"ὯȿὯ π Ễ π

!Ὧ ρȿὯ"ὯȿὯ "Ὧ ρȿὯ ȣ π
ể ể Ệ ể

ɜὯȟρ"ὯȿὯ ɜὯȟς"Ὧ ρȿὯ Ễ "Ὧ ὔ ρȿὯ

 

!Ὧ

!ὯȿὯ

!ὯȿὯὃὯ ρȿὯ
ể

ɜὯȟπ

 

$20# 
ɜὯȟὮ !Ὧ ὭȿὯ 

ćw« wz đwz Ôzvÿ½ ¡w{§vÄĉ¾£wù ć½v¼ñĈù ¡½ĀÍ Ĉñ¹wÅ Ăz wă wz )¹¾Ċñ

ćw«Ăõ¹wÞù ć½v¼ñ ¢õw³ )19( ĂÖzv½ ½¹ )14( $ ĂÖzv½ ÷¾å Ăz ãºă Üzw£21 #

Ĉù ôĉº{£¹ĀÉ81'147) 

)21( ῸὯ
ρ

ς
Õ Ὧ꞊ ὯÕὯ ꞈ ὯÕὯ ꞌὯ 

$ ĂÖzv½ ûj ½¹ Ăí22)øĉ½v¹ v½ # 
 ꞊ Ὧ ς" Ӷͮ4 Ὧ 1 Ӷ" ӶὯ 2 Ӷ   

 ꞈὯ ς" Ὧ1!ὯØὯȿὯ 

$22# ꞌὯ Ø ὯȿὯ! Ὧ1!ὯØὯȿὯ  

 ꞊ûwĊÆă Äĉ¾£wù1  ĈÞz¾ù È¸z yĉv¾Ñ ÿ ¢Åv üĊÞù ¢{¨ù Äĉ¾£wù ìĉ ÿ
Ĉù ûwÊý v½ ãºă Üzw£ )ºă¹ ꞈĈù Ì¸Êù v½ ãºă Üzw£ ĈÖ· È¸z ÿ ºþí

ꞌ  ¢Åv ć¹ÿ½ÿ ¿v ôê¤Æù ÿ ¾õwîÅv ½vºêù ìĉ8147 )ûwúăĂÖzv½ ¿v Ăí ½ĀÕ 

Ì¸Êù çĀå ¹wêù Ăz Ôêå ãºă Üzw£ I¢Åv¾ĉ ¢õw³wăć õÿvĂĊ Åø¤ÆĊ  ÿ

¹wêù¾ĉ ¹ÿ½ÿć ½¹ Ăö~ćwă ýwù¿Ĉ ¾òöúÝ Ûw{Év )¢Åv Ă¤Æzvÿć º~āºĉćv  ¢Åv
ó¾¤þí ÷wòþă ½¹ Ăí ø¤ÆĊÅćwă ÞévÿĈ ù çwæ£vĈüĉv¾zwþz Jº¤åv êùºĊ  û¹¾í

                                                                                                                                           
1 Hessian 



  

ćv¾z Ĉýwù¿ ¾ĊÆù Ĉzwĉ¹½ ½Ā¤í¾£ ¡wz½( ¾öĉ¾£ ÈĊ~ ó¾¤þí Çÿ½ ĂzüĊz ûv½wîúă ÿ Ówz½ Ĉĉwzwz ûĒÅ½v 
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¹wêù¾ĉ õ¾¤þíĈ v¾zć ñĀö«¿v ć¾Ċ º~āºĉ āºÉ¹wĉ ½ÿ¾Ñć  ½¹ Ăí ¹Āz ºăvĀ·
·¾zĈ ÈăÿÂ~wă  ¾ĊÚý811,107 ¹wýāºĉ ù Ă¤å¾ñĈ¹ĀÉ û¹¾í ¹ÿº´ù wz )

¹wêù¾ĉ ¹ÿ½ÿć  ¡½ĀÍ Ăz ĂÖzv½)23( )¢Åv 
)23( Õ Õ  Õ  

üĉv Ăz Ă«Ā£ wz ÿĂíÕ Õ ÕÒ ĂÖzv½ I $ ĈĉwĄý24Ĉù ôÍw³ #)¹¹¾ñ 

(24) 

Õ Õ Õ  

Õ Õ Õ  
Õ Õ Õ 

ûjĈù ¾ăwÙ Ĉ£wĊÑwĉ½ Ôzvÿ½ ½¹ ø¤ÆĊÅ ĈĉwĄý ć¹ÿ½ÿ ûvĀþÝ Ăz Ăí Ă¯ I¹ĀÉ
 Õ ¢Åv JĂÖzv½ Ăz Ă«Ā£ wz üĉv¾zwþz (16)  ¡đ¹wÞù Ăz ówúÝv ôzwé ĈĉwĄý ¹ÿº³

$ ĂÖzv½ ¡½ĀÍ Ăz25)¹Āz ºăvĀ· # 

)25( 

Õ Ὧḙ

Õ Ὧ᷄ Ὧ

Õ Ὧ ρ᷄ Ὧ
ể

Õ Ὧ ὔ ρ᷄ Ὧ

 

Õ Ὧḙ

Õ Ὧ᷄ Ὧ
Õ Ὧ ρ᷄ Ὧ

ể
Õ Ὧ ὔ ρ᷄ Ὧ

 

 ôîÉ2 Ĉù ûwÊý v½ āºÉ Ĉ³v¾Õ Ĉõ¾¤þí ½v¹Āúý)ºă¹ 

4( ĂĊ{É ªĉw¤ýć¿wÅ 
½Ā¤í¾£ ¡wz½ Ăz ô{é È¸z ½¹ āºÉ ā¹v¹ ĂÞÅĀ£ Ĉõ¾¤þí ø¤ĉ½Āòõv ówúÝv wz( 

āºÉ ûwĊz ¡wÎ¸Êù wz ¾öĉ¾£ ĂĊ{É ªĉw¤ý IĈö{é÷¾ý ½¹ ć¿wÅ üĉv ½¹ yö¤ù ½vÀåv

ĂþĊĄz ćv¾z )¢Åv āºùj È¸z ¿v ć¿wÅïv¾~¹vĀí ½vÀzv1 āºÉ ā¹wæ¤Åv yö¤ù ½¹ 

ĂĊ{É üĉv ½¹ )¢ÅvĂĊõÿv Ôĉv¾É ¿v ø¤ÆĊÅ ć¿wÅ ‫ π π  ÿὺπ π 
ÿὼπ πȢυ πȢψ ʌȾσ ʌȾφ Ĉù ¢í¾³ Ăz Ûÿ¾É āÿĒÝ Ăz )ºþí

¾ĉ¹wêù wz ø¤ÆĊÅ ć¹ÿ½ÿ ‫ πȢσ I‫ πȢσ Iὺ πȢς Iὺ

πȢτ  ¹ÿº´ù¢Åv āºÉÄĉ¾£wù )  ¡½ĀÍ Ăz Iãºă Üzw£ yĉv¾Ñ1

ÄÉÁÇςπȟςπȟπȢυȟπȢς  ÿ2 ÄÉÁÇπȢρȟπȢρ üĊþ°úă I¢Åv āºÉ ×w´õ I
ÈĊ~ ÃwÅv¾z ãºă Üzw£ ĈþĊz5 $ ¾£Āö« Ĉýwù¿ ÷wñὔ υĈù Ă{Åw´ù # )¹ĀÉ

 óÿº« ½¹ ø¤ÆĊÅ ĈÅºþă ¡wÎ¸Êù ¾òĉ¹1 ôîÉ )¢Åv āºÉ Ătv½vćwă 3I4 

 Ĉýwù¿ ¾ĊÆù yĊ£¾£ ĂzĂæõoù ĂÖêý ĈÑ¾Ý ÿ ĈõĀÕ ćὴ  v½ ¾öĉ¾£ ¿v½wþí ½¹ 

Ĉù ûwÊý Ü«¾ù ¾ĊÆùĂĊõÿv Ôĉv¾É )ºþă¹  ĈÅ½¾z ćv¾z Ü«¾ù ¾ĊÆù ÿ ø¤ÆĊÅ
 øă ¿v ¡ÿwæ¤ù āºÉ Ĉ³v¾Õ ¾õ¾¤þí Ĉĉv½wí¾Úý ½¹ ûwúă )¢Åv āºÉ Ă¤å¾ñ ½ĀÕ

Ĉù āºĉ¹ ĂíĈù v¾òúă ¾æÍ Ăz ½ÿ¾ù Ăz ĂĊõÿv Ôĉv¾É ćwÖ· ¹ĀÉ )¹ĀÉ

¢Ą« ÿ ½Ā¤í¾£ ć¾ĊñôîÉ ½¹ ¾öĉ¾£ćwă 5  ÿ6 āÿĒÝ )¢Åv āºùj½¹ ¢ĊÞéĀù ¾z 
  

 
Fig. 2 The proposed MPC block diagram of the system 

 ôîÉ2 ÈĊ~ Ĉõ¾¤þí ø¤ÆĊÅ ÷v¾ñwĉ¹ ć¹wĄþÊĊ~ üĊz 

                                                                                                                                           
1 Quadprog 

 óÿº«1 ½Ā¤í¾£ ĈÅºþă ćwă¾¤ùv½w~ ¾ĉ¹wêù( ¾öĉ¾£ 
Table 1 The geometrical parameters values of the tractor-trailer 

¾¤ùv½w~ äĊÍĀ£ ½vºêù 

ὦ ĂöÍwå äÎý µ¾¯½Ā¤í¾£ ½¹ wă πȢςτÍ  

Ὠ ĂöÍwåµ¾¯ ½Ā´ù ¿v ÷¾« Àí¾ù ć½Ā¤í¾£ ½¹ wă πȢρÍ  

ὒ ĂöÍwå  üĊ~ w£ ÷¾« Àí¾ùJ πÍ  

ὦ ĂöÍwå äÎý µ¾¯¾öĉ¾£ ½¹ wă πȢςτÍ  

Ὠ ĂöÍwå  Àí¾ùµ¾¯ ½Ā´ù ¿v ÷¾«½Ā¤í¾£ ½¹ wă πȢρÍ  

ὒ ĂöÍwå üĊ~ w£ ÷¾« Àí¾ù J πȢυÍ  

 

Fig. 3 The longitudinal trajectory of the trailer 
 ôîÉ3 ÆùĊ¾ ýwù¿Ĉ Ăæõoù õĀÕĈ ÞéĀùĊ¢ ¾£ĉ¾ö 

 
Fig. 4 The lateral trajectory of the trailer 

 ôîÉ4 ÆùĊ¾ ýwù¿Ĉ Ăæõoù Ñ¾ÝĈ ÞéĀùĊ¢ ¾£ĉ¾ö 

Fig. 5 The orientation trajectory of the trailer 

 ôîÉ5 ¢Ą« Ĉýwù¿ ¾ĊÆù¾öĉ¾£ ć¾Ċñ 



  

ćv¾z Ĉýwù¿ ¾ĊÆù Ĉzwĉ¹½ ½Ā¤í¾£ ¡wz½( ¾öĉ¾£ ÈĊ~ ó¾¤þí Çÿ½ ĂzüĊz ûv½wîúă ÿ Ówz½ Ĉĉwzwz ûĒÅ½v 
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Fig. 6 The orientation trajectory of the tractor 

 ôîÉ6 ÆùĊ¾ ýwù¿Ĉ ¢Ą«¾£ ć¾Ċñ½Ā¤í 

¢Ą«ā¹¾í ¹w¬ĉv ãĒ¤·v ÀĊý Ü«¾ù ¾ĊÆù Ăz ¢{Æý ¾öĉ¾£ ÿ ½Ā¤í¾£ ć¾Ċñ w£ øĉv

ûwúă )¹¾Ċñ ½v¾é ĈÅ½¾z ¹½Āù āºÉ Ĉ³v¾Õ ¾õ¾¤þí Ĉĉv½wí øă ¿wz ½¹ Ăí ½ĀÕ
ôîÉćwă 5  ÿ6 Ĉù āºăwÊù Ĉîĉ )¢Åv Ă¤å½ üĊz ¿v ½ÿ¾ù Ăz ãĒ¤·v üĉv ¹ĀÉ

ć¹ÿ½ÿ ¾z ºĊé ówúÝv ĂþĊĄz ó¾¤þí ¡Āé Ówêý ¿v Ă´õwÎù ¹w¬ĉv ÿ ø¤ÆĊÅ ćwă

ôîÉ )¢Åv Ĉõ¾¤þí ÇĒ£ ÿ ¹¾îöúÝ üĊzćwă 7  ÿ8  ĈÖ· ¢Ý¾Å yĊ£¾£ Ăz

ĂÖêý ὴ Ăĉÿv¿ ¢Ý¾Å ÿć¹ÿ½ÿ Ăí ½Ā¤í¾£ ćv ûwÊý v½ ºþ¤Æă ø¤ÆĊÅ ćwă
Ĉùþă¹ ¹ÿº´ù āºÉ Ì¸Êù ¾ĉ¹wêù üĊz Ĉõ¾¤þí ćwă¹ÿ½ÿ ôîÉ Ăz Ă«Ā£ wz )º

¢Åv āºÉ Ĉù v¾òúă Ü«¾ù ¾ĉ¹wêù Ăz ¢ĉwĄý ½¹ ÿ ôîÉ )¹ĀÉ9 Ĉù ûwÊý ºă¹

Ĉù v¾òúă ¾æÍ Ăz ûwù¿ ¢É¼ñ wz āºÉ Ă¤å¾ñ ¾Úý ½¹ ãºă Üzw£ Ăí ½¹ )¹ĀÉ

 ôîÉ ½¹ Ü«¾ù ¾ĊÆù ÿ ¡wz½ ÔÅĀ£ āºÉ ā¹ĀúĊ~ ĈÅºþă ¾ĊÆù ¢ĉwĄý10 
ā¹½ÿj  āºÉûwúă )¢ÅvĈù āºĉ¹ Ăí ½ĀÕĂĊýw§ ºþ¯ ¿v Ä~ ¾öĉ¾£ ¹ĀÉ  ćvº¤zv

Ĉù v¾òúă Ü«¾ù ¾ĊÆù Ăz ¢í¾³)¹ĀÉ 

Fig. 7 The linear velocity of the trailer 

 ôîÉ7 ¾öĉ¾£ ĈÖ· ¢Ý¾Å Ĉýwù¿ ¾ĊÆù 

Fig. 8 The angular velocity of the tractor 

 ôîÉ8 Ăĉÿv¿ ¢Ý¾Å Ĉýwù¿ ¾ĊÆù½Ā¤í¾£ ćv 

Fig. 9 The objective function trajectory 

 ôîÉ9 ãºă Üzw£ Ĉýwù¿ ¡v¾ĊĊâ£ 

 
Fig. 10 The geometrical path of the robot under MPC controller 

 ôîÉ10 ó¾¤þí wz ¡wz½ ĈÅºþă ¾ĊÆùÈĊ~ āºþþíüĊz 

 ¾õ¾¤þí ìĉ wz v½ ø¤ÆĊÅ āºÉ Ĉ³v¾Õ ¾õ¾¤þí Ĉĉv½wí ûvÀĊù ¿v ¾¤Ąz ë½¹ ćv¾z

Ĉ{Åwþ£( óv¾ò¤ýv¾Ċñ( è¤ÊùĈù ĈÅ½¾z v½ ªĉw¤ý ÿ ó¾¤þí ¾Ċñ ćv¾z )øĊþívüĉ 

½wí  ÿ¹Ăæõoù Ĉù Ï¾å ø¤ÆĊÅ Ĉ«ÿ¾· ûvĀþÝ Ăz ¾öĉ¾£ ¢ĊÞéĀù Üévÿ ½¹ )¹ĀÉ

ć¹ÿ½ÿ ÿ¹ ¡½ĀÍ Ăz v½ ø¤ÆĊÅ( Ĉù ¾Úý ½¹ Ĉ«ÿ¾·ÿ¹ ¢ĊÞéĀù ûwĊz )øĉ¾Ċñ
Ĉ{Öé āwò¤Å¹ ½¹ ¾öĉ¾£1 ¢³v½ v½ ó¾¤þí Ĉ³v¾ÕĈù ¾£ wz v¾ĉ¿ Iºþívüĉ ½wí  ¾ă

Ĉù ¾§v Ĉ«ÿ¾· ìĉ ¾z Ôêå ôê¤Æù ¡½ĀÍ Ăz ć¹ÿ½ÿ y«Āù ¾ùv üĉv )ºý½v¼ñ

£Ĉù ø¤ÆĊÅ ìĊ£wúþĊÅ ìĊîæ ÿ Ĉ{Öé āwò¤Å¹ ½¹ ¾öĉ¾£ ¢ĊÞéĀù )¹ĀÉ

ĂÖzv½ wz üĉÀ£½wí $26Ĉù Ô{£¾ù øă Ăz #)ºýĀÉ 

(26) 
” ὼ ώȟ‰ ÁÒÃÔÁÎ  

”ȟ‰  yĊ£¾£ ĂzĂæõoù )¢Åv Ĉ{Öé āwò¤Å¹ ½¹ ¾öĉ¾£ ¢ĊÞéĀù ĈõĀÕ ÿ Ĉýv½ÿ¹ ć

$ ĂÖzv½ ôîÉ Ăz wÖ· ÜzvĀ£27)¢Åv äĉ¾Þ£ ôzwé # 

 ¡½ĀÍ Ăz wÖ· ½v¹¾z ¾ñvÅ
Ὁ

Ὁ
 ûj I¹ĀÉ Ï¾åĈ{Åwþ£ Ĉõ¾¤þí ûĀýwé āwñ( 

óv¾ò¤ýv¾Ċñ( è¤ÊùĂÖzv½ ¡½ĀÍ Ăz v½ āºÉ ±ĒÍv ¾Ċñ (28)  ówúÝv ø¤ÆĊÅ Ăz
Ĉù)øĊþí 

(28) 
Õ Õ +Å + ÅὨὸ+Å 

Äĉ¾£wù ćwă+ȟ+ȟ+  ÿ ¾õ¾¤þí ¢zw§ yĉv¾ÑÕć¹ÿ½ÿ I Ü«¾ù ćwă

)ºþ¤Æă ø¤ÆĊÅ āºÉ ĈÖ· óºù ¿v Ĉù ô{é È¸z ¡đ¹wÞù ½¹ ø¤ÆĊÅ ûvĀ£

                                                                                                                                           
1 Polar coordinate 

(27) 
Ὁ ” ” ȟὉ ‰ ‰  
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Äĉ¾£wù Ăí ¢åwĉ½¹ )¢Åv Ă¤Æzvÿ Ü«¾ù ¾ĊÆù Ăz ø¤ÆĊÅ ć¹ÿ½ÿ ÿ ¢õw³ ćwă
Ĉù üĉv ½¹ ć¹wĉ¿ ¡v¾ĊĊâ£ ¦Ýwz ô{é ªĉw¤ý ½¹ āºÉ Ătv½v Ü«¾ù ¾ĊÆù J¹ĀÉ

 ¾õ¾¤þí üĉv¾zwþzÅwþ£Ĉ{( óv¾ò¤ýv¾Ċñ( è¤Êù¾Ċñ  ó¾¤þí ĈĉwývĀ£ ¢zw§ yĉv¾Ñ wz

ĂĊ{É ªĉw¤ý )¹½vºý v½ ø¤ÆĊÅĂtv½v ćv¾z )¢Åv ¾ùv üĉv ¿v Ĉíw³ ÀĊý ć¿wÅ  ªĉw¤ý

 Ăz Ü«¾ù ¾ĊÆù ìĉ wz ûj ¹¾îöúÝ ½Āí¼ù ¾õ¾¤þí¢{Æý  āºÉ āºĊ¬þÅ ā¹wÅ
$ ĂÖzv½ ¡½ĀÍ Ăz ÿ āºÉ üĊĊÞ£ wÖ· ÿ ĈÞÅ wz ¾õ¾¤þí yĉv¾Ñ )¢Åv29 #)¢Åv 

$29# +
πȢφω π
π πȢτω

 I+ φ π
π φȢρ

 I+ πȢρυ π
π ρȢς

 

 ôîÉ11  ćwÖ· ÜzvĀ£ĂæõoùwăĈù ûwÊý v½ ¾öĉ¾£ ¢ĊÞéĀù ć ¢í¾³ wz Ăí ºă¹

ĂĊõÿv Ôĉv¾É ¿v ὼπ πȢρ πȢυ “Ⱦσ “Ⱦφ  ¿v Ä~10  óÿv ĂĊýw§

ĂĊ{ÉĈù v¾òúă ¾æÍ Ăz ć¿wÅ¹ĀÉ Ĉýwù¿ ¾ĊÆù )Ăæõoùwă ĈÑ¾Ý ÿ ĈõĀÕ ć

ôîÉ ½¹ ¾öĉ¾£ćwă 12  ÿ13 )¢Åv āºùj ĂÆĉwêù ćv¾z  I¾õ¾¤þí ÿ¹ ¹¾îöúÝ ¾¤Ąz
 Ü«¾ù ¾ĊÆù ćv¾z ¾õ¾¤þí ÿ¹ ¾ă ¾§v ¢´£ āºÉ ó¾¤þí ¡wz½ ĈÅºþă ¾ĊÆù

 ôîÉ½¹ ûwÆîĉ14 ûwúă )¢Åv āºÉ ā¹½ÿjôîÉ ½¹ Ăí ½ĀÕ ćwă13  ÿ14 

¾õ¾¤þí I¢Åv Ì¸Êù( óv¾ò¤ýv¾Ċñ( è¤Êù¾Ċñ  ć¿wÅ½vºĉw~ ½¹ ĈzĀ· ¹¾îöúÝ
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Fig. 11 The posision error of trailer in the polar coordinate 
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Fig. 12 The longitudinal trajectory of trailer in the caresian coordinate 
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Fig. 13 The lateral trajectory of trailer in the caresian coordinate 
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Fig. 14 The geometrical path of the robot under MPC and PID 

controllers 
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Fig. 15 The linear velocity of the trailer 
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Fig. 16 The angular velocity of the tractor 
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Fig. 17 The considered disturbance trajectory on the system inputs 
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Fig. 18 The linear velocity of the trailer 
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Fig. 19 The angular velocity of the tractor 
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Fig. 20 The geometrical path of the trailer under MPC controller in 

presence of disturbances 
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Fig. 21 The geometrical path of the robot under PID controller in 

presence of disturbances 
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