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 In this paper, a viscous all-speed flow solver has been developed based on Roe upwind scheme in 

unstructured database. In the presented method, stiffness of the compressible governing equations in 

low-speed region reduces using the preconditioning form. In calculating the artificial viscosity of a Roe 

upwind scheme, multiple matrices multiplication is needed. Frink reduced these costly operations by 

simplification of the matrices multiplication to some flux components which are related to distinct 

eigenvalues. In this research similar to Frink work, the equations of artificial viscosity in 

preconditioning Roe upwind scheme obtained and presented in the flux components form. This is a 

generalized form that can be easily switched to the preconditioned or non-preconditioned form. This is 

useful in converting any original Roe upwind scheme to the preconditioning form and also has 

application in adjoint optimization method. Results of the computer code were compared with 

experimental data of single and two-element airfoils in both preconditioning and non-preconditioning 

form. The results show that the non-preconditioning compressible solver hardly converged in low-speed 

regions while the preconditioned form converged more rapidly. 

Keywords: 

Compressible 

Preconditioning 

Roe scheme 

Unstructured grid  

 

 

-1 Ăùºêù 

در بسیاری از مسایل مهندسی مرتبط با دینامیک سیالات محاسباتی، سرعت 

های کم و پذیر قرار دارد و یا در سرعتهای بالا و تراکمجریان یا در سرعت

پذیر و ناپذیر و به این خاطر در سالیان گذشته، حلگرهای تراکمتراکم

وجود دسته قابل  اند. با اینشده طور جداگانه توسعه دادهناپذیر بهتراکم

صورت ترکیبی از ها جریان سیال بهتوجهی از مسایل وجود دارند که در آن

مثال، در عنوان صورت همزمان است. بههای بالا بههای کم و سرعتسرعت

های کم که جریان غالب میدان در سرعتالمانی باوجود اینهای چندایرفویل

پذیر( وجود بالا ) تراکم، جریانات سرعتاست، در نواحی با گرادیان فشاری بالا

پذیر با خطا ناپذیر یا صرفاً تراکمدارند و حل جریان با یک حلگر صرفاً تراکم

های بالگرد های بادی بزرگ و تیغهمواجه خواهد شد. همین مسئله در توربین

 مشاهده است. قابل

اول استفاده کار وجود دارد. راه گونه مسایل ترکیبی دو راهبرای حل این

پذیری است که با استفاده از تراکم 1ناپذیر بر پایه فشاراز حلگرهای تراکم

[. راه دوم که در 1کنند ]پذیر را فراهم میامکان حل نواحی تراکم 2مصنوعی
                                                                                                                                      
1 Pressure based solver  
2 Artificial compressibility  
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پذیر شده است، استفاده از حلگرهای تراکماین مقاله برای حالت لزج استفاده 

در معادلات حاکم، سختی موجود  1شرطاست که با ضرب یک ماتریس پیش

دهند و با تعریف جدیدی برای مقادیر ویژه، سرعت را کاهش میدر نواحی کم

 [.2،3نمایند ]همگرایی را تسهیل می

پذیر عبارت لزجت مصنوعی، نوسانات موجی از جمله در حلگرهای تراکم

کند. مقدار لزجت مصنوعی نوسانات ناشی از موج شوک را میرا می

ὓȿ ɤȿ ὓصورت های بردارها و مقادیر ویژه بهضرب ماتریسحاصل Ўύ 

است که جزییات آن در بخش بعدی مقاله آمده است. فرینک این عملیات 

های شار، صورت مؤلفهها بهسازی و ارایه آنهزینه را با سادهماتریسی پر
ȿЎὊȿ2[. ولکف4باشند ]ها مرتبط با هر مقدار ویژه می، کاهش داد که اندیس 

بعدی شرط در جهت شار یک سازی را برای فرم پیشهمین ساده 3و کارپنکو

در ” رو“شرط روش رو به باد [. در این مقاله معادلات شکل پیش5ارایه دادند ]

شود. های شار ارایه میصورت مولفهحالت شار دوبعدی اقتباس شده و به

یک فرم عمومی که همچنین معادلات لزجت مصنوعی در این تحقیق، در 

شرط را دارد، شرط و یا بدون پیشقابلیت سوئیچ به هر دو حالت با پیش

شود. این فرم ارایه دو مزیت دارد. مزیت اول آن در اقتباس شده و ارایه می

شرط به فرم پیش” رو“قابلیت تبدیل سریع کدهای اوریجینال روش رو به باد 

باشد. در می 4الحاقی گسستهسازی روش است و مزیت دیگر آن در بهینه

شرط، ، در حالت پیشὙύϳروش گسسته، در زمان محاسبه ژاکوبیان، 

در حالت  Ὑύϳهمکارانش از  شود. آسوتی وساز ناپایدار میحلگر بهینه

[. 6شرط استفاده کردند که به نتایج پایدار و مناسبی رسیدند ]بدون پیش

شرط که ی الحاقی گسسته، در حالت پیشسازدیگر در روش بهینه عبارتبه

صورت با هم به حلگر جریان و هم حلگر الحاقی نیاز است، حلگر جریان به

شرط است. بنابراین شود ولی حلگر الحاقی بدون پیششرط فراخوانده میپیش

شرط بایستی ها بدون پیشدر حلگر الحاقی، باقیمانده Ὑύϳدر محاسبه 

طلبد که کد قابلیت سوئیچ به هر دو حالت با حساب شوند و این می

 نویسی کاهش یابد.تا حجم برنامه شرط و بدون آن را داشته باشدپیش

استوکس در حالت دوبعدی  -در این مقاله در ابتدا معادلات ناویر

سازمان به شکل سازی حجم محدود در ساختار بیشده و روش گسستهارایه

شود. سازی میشرط و بدون آن پیادهلت با پیشدر حا” رو“الگوریتم رو به باد 

های تک المانی و چند در بخش نتایج، مقایسه با نتایج تجربی برای ایرفویل

 گیرد.شرط و بدون آن صورت مییشالمانی در دو حالت با پ

2( Ă¤ÆÆñ Iøíw³ ¡đ¹wÞùĈò¤æÉj óºù ÿ ć¿wÅ 

 صورت زیر هستند:بهپذیر در شکل ابقایی استوکس تراکم-معادلات ناویر
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صورت زیر فرم گسسته حجم محدود این معادلات به شکل برداری به

 ارایه است:قابل 

(2) 
Ὠύ
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ρ

 
Ὢ ᴆ Ὢᴆ ὲᴆ  ῳὛ  

ام از  mبردار واحد عمود بر لبه  ὲᴆ ،"1شکل "در این رابطه مطابق 

ضرب داخلی برداری است. سایر متغیرها  " Ȣ "طول آن و   ɝὛو   Cسلول 

 شوند.صورت زیر تعریف می( به2( و )1در معادلات )

                                                                                                                                      
1 Preconditioning matrix  
2 Volkov  
3 Karpenko  
4 Discrete adjoint method  
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 اند.بعد شدهصورت زیر بیدر تمامی روابط بالا متغیرها به
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صورت زیر تعریف (، عدد رینولدز و پرانتل به3همچنین در رابطه )

 شوند:می

2Å
”ὠὒ

‘
  ȟ 0Ò
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جا وتر ایرفویل در نظر طول مرجع است که در این ὒکه در این تعاریف 

شود. معادله گاز کامل در شکل بدون بعد و رابطه آنتالپی کل به گرفته می

 صورت زیر هستند.ترتیب به

(4) ὴ
ρ

-
”Ὕ 

(5) Ὄ Ὁ
ὴ

”
 

ام حجم کنترل را با  m(، شارهای لبه 2در معادله )” رو“روش رو به باد 

 [:7کند ]صورت زیر محاسبه میاستفاده از عبارات راست و چپ لبه به

(6) Ὢ ᴆ ὲᴆ
ρ

ς
Ὂ ύ Ὂ ύ Ὀ   

 در این رابطه،
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 شود.صورت زیر تعریف میبه 5سرعت عمود بر وجه ὠکه 
 

 
Fig. 1 Definitions in unstructured finite volume 

 سازمانها در روش حجم محدود شبکه بیشماتیک عمومی سلول 1شكل 

                                                                                                                                      
5 Contravariant velocity 
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(8) ὠ όὲ ὺὲ  
عبارت لزجت مصنوعی است که نوسانات ناپایدارکننده  Ὀ(،6در رابطه )

 کند و برابر است با:از جمله نوسانات موج شوک را میرا می

(9) Ὀ ȿὃ ȿ ύ ύ  
، عبارات راست و "1شکل "سازمان، مطابق در روش حجم محدود بی

ȿὃام است.  mو همسایه آن در لبه  cچپ به ترتیب مرتبط با سلول  ȿ 

 ژاکوبیان شار شود از ماتریسکه اصطلاحاً ماتریس رو نامیده می

ὃ ὊȾύ آید و متغیرهای جریان در آن با متغیرهایی که دست میبه

شوند شوند، جایگزین میگیری شده رو نامیده میاصطلاحاً متغیرهای متوسط

ȿὃ[. روش محاسبه ماتریس 7] ȿ آید.در بخش بعدی می 

سازی جریانات آشفته، در این تحقیق از مدل آشفتگی مدلبرای 

شده است که در پهنه وسیعی از  استفاده 1آلماراس بهبودیافته-اسپالارت

صورت بدون جا معادلات این مدل به[. در این8مسایل مهندسی کاربرد دارد ]

 گردند:بعد و در فرم ابقایی گسسته شده حجم محدود ارایه می
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 شود:صورت زیر تعریف میبه ὗعبارت منبع 
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Ὕ 

عبارت گذار از آرام به آشفته است. چنانچه جریان کاملاً  Ὕدر این معادله 

آشفته در نظر گرفته شود و یا در نقطه گذار، میدان جریان به نواحی آرام و 

نظر نمود. توان از این عبارت صرفشود، میتقسیم  "2شکل "آشفته مطابق 

ر گذار مرزی و یک معیاتواند با حل معادلات لایهدر حالت دوم، نقطه گذار می

آید. چنانچه مسئله مقایسه با نتایج تجربی باشد که در آن نقطه گذار به دست 

م عنوان نقطه تقسیشده، همان نقطه بهدر زمان آزمون تجربی از قبل مشخص

 شود.میدان جریان انتخاب می

صورت زیر تعریف ورتیسیته بهبودیافته است که به  (،11در معادله )

 شود:می
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 ترین دیواره است. همچنین:بعد تا نزدیکفاصله بی dپارامتر 
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 شوند:صورت زیر تعریف میدر روابط بالا ثوابت و ضرایب به

                                                                                                                                      
1 Modified Spalart-Allmaras model 
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 آید.، از رابطه زیر به دست میʑهمچنین لزجت گردابه آشفته، 

‡ ‡ Ὢ  

3( ÈĊ~ ¢õw³ ½¹ ¡đ¹wÞù ©v¾¸¤ÅvÓ¾É 

پذیر در فرم ابقایی حجم محدود استوکس در حالت تراکم-معادلات ناویر

توان صورت زیر مجدداً می( به6( و )2گسسته را با استفاده از معادلات )

 نوشت:
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    В Ὢᴆ ὲᴆ  ῳὛ π 

 توان نوشت:صورت زیر می، این معادلات را به2در شکل متغیرهای اصلی

 ὖ
Äύ

Äὸ

ρ

ς
 Ὂ ύ Ὂ ύ Ὀ ЎὛ  

    В Ὢᴆ ὲᴆ  ῳὛ π 

(14) 

ύبا انتخاب  ὴȟόȟὺȟὝ  ماتریس ،ὖ صورت زیر خواهد شد:به 

(15) 

ὖ
ύ

ύ

ụ
Ụ
Ụ
Ụ
ợὥϳ           

ὥϳ ό       

ὥϳ ὺ        

ὥϳ Ὄ ρ

π
”
π
”ό 

π
π
”
”ὺ

”Ὕ   ϳ

”Ὕϳ ό

”Ὕϳ ὺ

”Ὕϳ
ή

ςỨ
ủ
ủ
ủ
Ủ

 

 

پذیر حلگر لزج های شکل تراکم، همگرایی باقیمانده ᴼπ-کههنگامی

یابد. برای یابد و دقت نتایج هم تا حدودی کاهش میشدت کاهش میبه

شود به جایگزین می ῲبا یک ماتریس مناسب  ὖاصلاح این مشکل، ماتریس 

 شود:شرط در اعداد ماخ بالا به سیستم اولیه تبدیل میکه سیستم پیشطوری

 ῲ
Äύ

Äὸ

ρ

ς
 Ὂ ύ Ὂ ύ Ὀ ЎὛ  

(16)     В Ὢᴆ ὲᴆ  ῳὛ π 

اند که برای حالت شرط پیشنهاد کردهیک ماتریس پیش 3ویس و اسمیت

صورت زیر عمومی یک سیال مناسب است. شکل گاز کامل این ماتریس به

 [:9است ]

(17) 

ῲ

ụ
Ụ
Ụ
Ụ
ợ—        
—ό       
—ὺ        
—Ὄ ρ

π
”
π
”ό

π
π
”
”ὺ

”Ὕ   ϳ

”Ὕϳ ό

”Ὕϳ ὺ

”Ὕϳ
ή

ςỨ
ủ
ủ
ủ
Ủ

 

 که در این رابطه،

 
—
ρ  ρ-

-  ὥ
 

(18) - ÍÁØÍÉÎ- ȟρȟὑ - ȟὑ ρ 
 —، ᴼρ-که شود، هنگامی( مشاهده می18گونه که در معادله )همان

 شود.می ὖمساوی ماتریس  ῲشرط شود و ماتریس پیشمی ὥϳمساوی 

صورت شرط را به(، عبارت لزجت مصنوعی در حالت پیش16در معادله )

 توان نوشت:زیر می

                                                                                                                                      
2 Primitive variables 
3 Weiss and Smith 
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Fig. 2 Dividing flow field to laminar and turbulent zones 
 تقسیم میدان جریان به نواحی آرام و آشفته 2شكل 

 

(19) 

ὃ  Ўύ ῲ ῲ  
Ὂ

ύ
 Ўύ ῲ ῲ  

Ὂ

ύ
 Ўύ  

    ῲ ῲ  ὃ  Ўύ ῲ ὃ Ўύ  

 که در این رابطه:

ὃ
Ћ&

ύ
 

    

ụ
Ụ
Ụ
Ụ
Ụ
ợ ὠ              ” ὲ                  ” ὲ                   ὠ    

ὠ ό ὲ ”ό ὲ ὠ   ” ό ὲ               ὠό  

ὠ ὺ ὲ ” ὺ ὲ               ”ὺ ὲ ὠ   ὠὺ  

ὠ Ὄ         ”Ὄ ὲ όὠ ”Ὄ ὲ ὺὠ ὠ Ứ
ủ
ủ
ủ
ủ
Ủ

 

(20) 

 بنابراین:

 ῲ
Äύ

Äὸ

ρ

ς
 Ὂ ύ Ὂ ύ ῲ ȿὃȿ Ўύ  

    ЎὛ В Ὢᴆ ὲᴆ  ῳὛ π 

(21) 

 توان مجدد به شکل ابقایی تبدیل کرد:متغیرهای اصلی را میحال 

 ῲὖ  
Äύ

Äὸ

ρ

ς
 Ὂ ύ Ὂ ύ ῲ ȿὃȿ Ўύ  

    ЎὛ В Ὢᴆ ὲᴆ  ῳὛ π 

(22) 

 یا:

  
Äύ

Äὸ
ὖ ῲ

ρ

ς
 Ὂ ύ Ὂ ύ ῲ ȿὃȿ Ўύ  

    ЎὛ В Ὢᴆ ὲᴆ  ῳὛ π 

(23) 

در سیستم پیش  1ماتریس ژاکوبیان قدرمطلق ȿὃȿ(، 23در معادله )

 شود:صورت زیر تعریف میشرط به

(24) ȿὃȿ ὓ ȿ Ώȿ ὓ  
مطلق ، قدر‗یک ماتریس قطری است که عناصر آن،   Ώماتریس 

ῲ ماتریس 2مقادیر ویژه  ὃ  هستند. همچنینὓ 3ماتریس بردارهای ویژه 

دست معکوس آن است. با حل معادله مشخصه مقادیر ویژه به ὓو 

 آیند:می

(25) ῲ  ὃ ‗Ὅ  ὃ ‗ῲ π 
شکل عمومی با را در یک  ῲماتریس  •به  —قبل از آن با جایگزینی 

 کنیم:شرط تعریف میشرط و یا بدون پیشپیش

                                                                                                                                      
1 Diagonalised Jacobian matrix 
2 Eigenvalues 
3 Eigenvectors 

(26) 

ῲ

ụ
Ụ
Ụ
Ụ
ợ•        
•ό       
•ὺ        
•Ὄ ρ

π
”
π
”ό

π
π
”
”ὺ

”Ὕ   ϳ

”Ὕϳ ό

”Ὕϳ ὺ

”Ὕϳ
ή

ςỨ
ủ
ủ
ủ
Ủ

 

 که در آن:

(27) 
•

 ὥϳ ȟ شرطپیش با 

—      ȟ شرطپیش بدون 
 

 (:25( در )26و ) (20با قرار دادن روابط )

        


ὥ
ὠ ‗•                       ” ὲ                                 ” ὲ               



ὥ
ὠ ό ὲ ‗ό•   ”ό ὲ ὠ ‗”                ” ό ὲ            



ὥ
ὠ ὺ ὲ ‗ὺ•                ” ὺ ὲ               ”ὺ ὲ ὠ ‗”



ὥ
ὠ Ὄ ‗Ὄ• ‗ ”Ὄ ὲ όὠ ‗”ό”Ὄ ὲ ὺὠ ‗”ὺ

 

”

Ὕ
  ‗ ὠ

”

Ὕ
ό‗ ὠ

”

Ὕ
ὺ‗ ὠ

”

Ὕ

ή

ς
‗ ὠ

π 

‗ستون چهارم به  ὠ π شود. بنابراین:منجر می 

(28) ‗ ὠ 
 سازی مجدد:با مرتب

        


ὥ
ὠ ‗•                   ὲ                          ὲ               ρ



ὥ
ὠ ό ὲ ‗ό• ό ὲ ὠ ‗             ό ὲ              ό



ὥ
ὠ ὺ ὲ ‗ὺ•           ὺ ὲ              ὺ ὲ ὠ ‗    ὺ



ὥ
ὠ Ὄ ‗Ὄ• ‗Ὄ ὲ όὠ ‗όὌ ὲ ὺὠ ‗ὺ

ή

ς
π 

به ترتیب  Ὄو  ό ،ὺدر مقادیر  از سطر اول که 4و  3، 2با کسر سطرهای 

 آید:صورت زیر درمیضرب شده است، مقدار دترمینان به


ὥ
ὠ ‗•       ὲ               ὲ           ρ    

         ὲ       ‗ ὠ          π             π     

         ὲ              π         ‗ ὠ      π    

        ‗            όὠ ‗ ὺὠ ‗
ὥ

 ρ

π 

 :3و جمع آن با سطر  ὲدر  2با ضرب سطر 


ὥ
ὠ ‗•       ὲ                  ὲ              ρ   

         ὲ         ‗ ὠ            π                π     

         π           ὲ ‗ ὠ ὲ ‗ ὠ   π     

        ‗            όὠ ‗       ὺὠ ‗
ὥ

 ρ

π 

‗، این سطر به 2با مشاهده سطر  ὠ π شود:منجر می 

(29) ‗ ὠ 
سازی مجدد دترمینان باقیمانده به حل یک معادله درجه دوم مرتب

 آیند:به دست می ‗و  ‗شود که با حل آن منجر می

(30) ‗ȟ ὠ ὥ 
 که در این رابطه:

(31) ὠ
• ρ

ς
 ὠ   ȟ   ὥ

• ρ

ς
ὠ • ὥ 
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 و

(32) •
ρ

•ὥ  ρ
ὠ ὥ 

 بنابراین:

(33) 

ɤ

ụ
Ụ
Ụ
ợ
ὠ π  π                 π       
π  ὠ π                 π       

π  π  ὠ ὥ       π       

π  π  π             ὠ ὥỨ
ủ
ủ
Ủ

 

•(، 32( تا )28اگر در روابط ) ὥϳ  قرار داده شود) حالت بدون

•شرط(، به مقادیر پیش ρ،ὥ ὥ  وὠ  ὠ شود و بنابراین منجر می

‗ȟ ὠ   و‗ȟ ὠ ὥ  خواهند شد که مقادیر ویژه اصلی در طرح رو

 باشند.می” رو“به باد 

ὃماتریس بردارهای ویژه از رابطه  ‗Ὅ ὶ π شود. یا:حاصل می 
ὃ ‗ῲ ὶ π 

 در شکل ماتریسی:

ụ
Ụ
Ụ
Ụ
Ụ
Ụ
Ụ
ợ        



ὥ
ὠ ‗•                       ” ὲ                                 ” ὲ               



ὥ
ὠ ό ὲ ‗ό•   ”ό ὲ ὠ ‗”                ” ό ὲ            



ὥ
ὠ ὺ ὲ ‗ὺ•                ” ὺ ὲ               ”ὺ ὲ ὠ ‗”



ὥ
ὠ Ὄ ‗Ὄ• ‗ ”Ὄ ὲ όὠ ‗”ό”Ὄ ὲ ὺὠ ‗”ὺ

 

”

Ὕ
  ‗ ὠ

”

Ὕ
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”

Ὕ
ὺ‗ ὠ

”

Ὕ

ή

ς
‗ ὠỨ

ủ
ủ
ủ
ủ
ủ
ủ
Ủ

ὶ
ὶ
ὶ
ὶ

π 

به ترتیب  Ὄو  ό ،ὺاز سطر اول که در مقادیر  4و  3، 2با کسر سطرهای 

 ضرب شده است:

ụ
Ụ
Ụ
Ụ
ợ


ὥ
ὠ ‗•       ” ὲ              ” ὲ      

        ὲ           ”ὠ ‗          π          

        ὲ                    π           ”ὠ ‗

        ‗           ”όὠ ‗ ”ὺὠ ‗

 

”

Ὕ
  ‗ ὠ

π
π
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Ὕ

ὥ

 ρ
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Ứ
ủ
ủ
ủ
ủ
Ủὶ
ὶ
ὶ
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(34) 

ȟ‗ با جایگزینی  ὠ: 

ụ
Ụ
Ụ
Ụ
ợ


ὥ
• ὠ ” ὲ ” ὲ π

ὲ                   π      π      π
ὲ                   π      π      π
ὠ                    π      π      πỨ

ủ
ủ
ủ
Ủὶ
ὶ
ὶ
ὶ

π 

ὶتوان نتیجه گرفت که می 4یا  3یا  2از سطر  π  1و از سطر: 

ὲὶ  ὲὶ π 

ὶکنیم که بردار را به این صورت انتخاب می  ὲ  وὶ ὲ  .

است.  ‗و  ‗یک انتخاب مستقل خطی صفر و یک به ترتیب برای  ὶبرای 

 آیند:صورت زیر به دست میبه ὶو   ὶبنابراین بردارهای 

(35) 

ὶ

π
  ὲ
ὲ
π

ȟὶ

π
  ὲ
ὲ
ρ

 

ȟ‗همچنین با جایگزینی  ὠ ὥ ( با حذف 34در معادله ،)ὶ  در 
 

 :3و  2بین معادلات سطر 

ὲὶ  ὲὶ π 
ὶبا انتخاب   ὲ  وὶ ὲ  ،ὶ   آید:به دست می 3یا  2از سطر 

ὶ ”ὠ ‗ȟ  

πبه معادله بدیهی  1آید و سطر به دست می 4از سطر   ὶحال  π 

 شود:منجر می

ὶ 
 ρ

ὥ
Ὕὠ ‗ȟ  

به دست ʇ و  ʇبرای هرکدام از مقادیر ویژه  ὶو  ὶبنابراین بردارهای 

 آیند:می

ὶ

ừ
Ử
Ừ

Ử
ứ
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ὲ
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ὥ
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Ử
Ữ
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(36)  

 دهند:ماتریس بردارهای ویژه را تشکیل می (36)و  (35)روابط 

 

-

ụ
Ụ
Ụ
Ụ
ợ
  π      π       ”ὠ ‗          ”ὠ ‗      
   ὲ     ὲ               ὲ                            ὲ              
ὲ ὲ               ὲ                            ὲ              
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(37) 

 آید:به دست می ὓبا معکوس کردن ماتریس بالا، 

 

ὓ

ụ
Ụ
Ụ
Ụ
Ụ
Ụ
Ụ
Ụ
ợ  
 ρὝ

 ὴ
          ὲ                 ὲ          ρ
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 ὴ
          π                    π             ρ
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(38) 

( در عبارت لزجت 38( و )37(، )33(، )26معادلات )با جایگزینی 

 توان نوشت:می ɜ ȿ!ȿ Ўύمصنوعی 

(39) 
ῲȿὃȿЎύ ῲ ὓ ȿ Ώȿ ὓ Ўύ    
                 ῳὊȟ ȿῳὊȿ ȿῳὊȿ 

 شارهای مرتبط با هر مقدار ویژه هستند: ȿɝὊȿکه در این رابطه 

(40) 
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(42) 

Ⱦ

 

ρ
ό 
ὺ
Ὄ

   

ὥ شرط،در شکل بدون پیش ὥȟ‰ ρȟ‗ȟ ὠ ὥ  با قرار ،

ɝὝدادن  Ὕɝὴὴϳ ɝ””ϳ ( به روابط 42( تا )40در معادلات )

 [:4رسیم ]مشهور فرینک می

ɝὊȟ ȿὠȿ ɝ” ɝὴȾὥ

ρ
ό
ὺ

”

π
ɝό ɝὠὲ 
ɝὺ ɝὠὲ

όɝό ὺɝὺ ὠɝὠ

   

ȿɝὊȿ ȿὠ ὥȿ

ρ
ό ὥ ὲ
ὺ ὥ ὲ

Ὄ ὥ ὠ

   

ȿɝὊȿ ȿὠ ὥȿ

ρ
Õ ὥ ὲ
Ö ὥ ὲ

( ὥ ὠ

   

تری نیز بیان کرد که باز توان به شکل فشرده( را می42( تا )39معادلات )

 دهد:هم حجم محاسبات را کاهش می

(43) ῲȿ!ȿЎύ ῲ ὓȿ ɤȿ ὓ Ўύ ɝὊȟ ɝὊȟ    

(44) 

ɝὊȟ ȿ‗ȿ ɝὴ ɝὝ

ρ
ό
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π
ὲɝὠ 

ὲɝὠ
ὠɝὠ

   

(45) 

ɝὊȟ Ὠ ὠ ὠ Ὠ Ὠ”ɝὠ
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ὺ 
Ὄ

   

                 ɝὴὨ ”ɝὠὨ ὠ ὠ Ὠ

π  
ὲ 
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ὠ

 

 که در این روابط:

(46) Ὠ
ȿ ȿȿ ȿ

 ȟὨ
ȿ ȿȿ ȿ

 ȟὠ Õ ὲ Ö ὲ   
( حجم محاسبات عملیات 45( و )44گونه که مشهود است روابط )همان

ῲ ὓȿ Ώȿ ὓماتریسی  Ўύ  را که در هر لبه سلول شبکه بایستی انجام

(، 27دهد. در ضمن این روابط با استفاده از رابطه )شدت  کاهش میشود، به

 شرط و بدون آن قابل استفاده هستند.در هر دو شکل با پیش

4( ć¿¾ù Ôĉv¾É 

شرط و بدون آن در حالت لزج مرزی دیواره در هر دو حالت با پیششرط

شرط در حالت با پیش 1مرزی دوردستهمان شرط بدون لغزش است اما شرط

در هاست. شرط است که بر پایه روش مشخصهمتفاوت از حالت بدون پیش

شرط، درزمانی که جریان ورودی است، سرعت و دما مساوی حالت با پیش

شود. در زمانی های داخلی برونیابی مینهایت بوده و فشار از سلولمقادیر بی

یابی شده و های داخلی برونکه جریان خروجی است، سرعت و دما از سلول

 نهایت است.فشار مساوی مقدار بی
 

5( ć¹ºÝ ªĉw¤ý 

 های بالا و هم درمحک هم در سرعتدر این بخش نتایج عددی بر روی چند 
 

                                                                                                                                      
1 Farfield boundary condition  

 گردد.های کم ارایه میسرعت

 های بالاسرعت -5-1

، زاویه 0.729در عدد ماخ  RAE2822در محک اول جریان بر روی ایرفویل 

شرط و بر هر دو حالت با پیش φȢυ ρπدرجه و عدد رینولدز  2.8حمله 

مقایسه توزیع فشار  "3شکل "[. 10شود ]بدون آن با نتایج تجربی مقایسه می

شرط و بدون آن دهد. نتایج در دو حالت با پیشرا در این نتایج را نشان می

نمودار  "4شکل "تقریباً یکسان بوده و تطابق خوبی با نتایج تجربی دارد. در 

، نمودار همگرایی ضریب برآ و پسا برای هر دو "6و  5کال اش"باقیمانده و در 

اند. اگرچه به لحاظ باقیمانده نتایج شرط و بدون آن مقایسه شدهحالت با پیش

شرط همگرایی کمی بهتر است ولی تفاوتی در همگرایی در حالت بدون پیش

شود. بنابراین عملکرد هر دو روش در سرعتضرایب آیرودینامیکی دیده نمی

 های بالا تقریباً همسان است.
 

 های کمسرعت -5-2
 ایرفویل تک المانی -5-2-1

 ، زاویه0.15در عدد ماخ  NACA0012در محک دوم جریان بر روی ایرفویل 
 

 
Fig. 3 Pressure coefficients comparison on RAE2822 in 

- πȢχςω, ςȢψ and 2Å φȢυ ρπ 
، 0.729در عدد ماخ  RAE2822بر روی ایرفویل مقایسه ضریب توزیع فشار  3شكل 

 φȢυ ρπدرجه و عدد رینولدز  2.8زاویه حمله 
 

 
Fig. 4 Residuals comparison on RAE2822 in - πȢχςω, ςȢψ and 

2Å φȢυ ρπ 
عدد ماخ  در RAE2822مقایسه باقیمانده برحسب تکرار بر روی ایرفویل  4شكل 

 ρπ× 6.5و عدد رینولدز  درجه 2.8، زاویه حمله 0.729
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Fig. 5 ὅ comparison on RAE2822 in - πȢχςω, ςȢψ and 

2Å φȢυ ρπ 
عدد ماخ  در RAE2822مقایسه ضریب برآ برحسب تکرار بر روی ایرفویل  5شكل 

 φȢυ ρπدرجه  و عدد رینولدز  2.8، زاویه حمله 0.729

 
Fig. 6 ╒▀ comparison on RAE2822 in - πȢχςω, ςȢψ and 

2Å φȢυ ρπ 
عدد ماخ  RAE2822مقایسه ضریب پسا برحسب تکرار بر روی ایرفویل  6شكل 

 106× 6.5درجه و عدد رینولدز  2.8، زاویه حمله 0.729

شرط و پیش برای هر دو حالت با σ ρπعدد رینولدز  درجه و 10حمله 

مقایسه توزیع فشار  "7شکل "[. 11شود ]بدون آن با نتایج تجربی مقایسه می

شرط و بدون آن ر دو حالت با پیشدهد. نتایج درا در این نتایج را نشان می

نمودار  "8شکل "تقریباً یکسان بوده و تطابق خوبی با نتایج تجربی دارد. در 

، نمودار همگرایی ضریب برآ و پسا برای هر "10و  9اشکال "باقیمانده و در 

گونه که مشاهده اند. همانط و بدون آن مقایسه شدهشردو حالت با پیش

شرط شود کاهش باقیمانده و همگرایی ضرایب در حالت بدون پیشمی

 شده است.شرط حاصل تر از حالت با پیشسخت
 

 ایرفویل دو المانی -5-2-2

در عدد ماخ  NLR7301در محک سوم جریان بر روی ایرفویل دو المانی 

بر هر دو حالت با  ςȢυρ ρπدرجه و عدد رینولدز  6، زاویه حمله 0.185

 "11شکل "[. 12شود]شرط و بدون آن با نتایج تجربی مقایسه میپیش

دهد. نتایج در دو حالت با مقایسه توزیع فشار را در این نتایج را نشان می

 شرط و بدون آن تقریباً یکسان بوده و تطابق خوبی با نتایج تجربی دارد.پیش
 

 
Fig. 7 Pressure coefficients comparison on NACA0012 in  

- πȢρυ, ρπ and 2Å σ ρπ 
، 0.15در عدد ماخ  NACA0012مقایسه ضریب توزیع فشار بر روی ایرفویل  7شكل 

 σ ρπدرجه و عدد رینولدز  10زاویه حمله 

 
Fig. 8 Residuals comparison on  NACA0012 in - πȢρυ, ρπ and 

2Å σ ρπ 
در عدد ماخ  NACA0012مقایسه باقیمانده برحسب تکرار  بر روی ایرفویل  8شكل 

 σ ρπدرجه و عدد رینولدز  10، زاویه حمله 0.15

 
Fig. 9 ὅ comparison on NACA0012 in - πȢρυ, ρπ and 

2Å σ ρπ 
در  عدد ماخ  NACA0012مقایسه ضریب برآ برحسب تکرار بر روی ایرفویل  9شكل 

 σ ρπدرجه  و عدد رینولدز  10، زاویه حمله 0.15



  

 مسعود میرزایی و مصطفی گوهرشادی سازماندر ساختار بی "رو"سرعت  بر پایه الگوریتم رو به باد -توسعه یک حلگر لزج تمام

 

402 ĈÅºþĄù ìĊýwîù IÃ½ºù ¹v¹¾ù 1397I ā½ÿ¹ 18 ā½wúÉ 05 

 

 
Fig. 10 ╒▀ comparison on  NACA0012 in - πȢρυ, ρπ and  

2Å σ ρπ 
در عدد  NACA0012مقایسه ضریب پسا برحسب تکرار بر روی ایرفویل  10شكل 

 σ ρπدرجه و عدد رینولدز  10، زاویه حمله 0.15ماخ 

نشان  "12شکل "کار رفته و کانتور عدد ماخ حول این ایرفویل در شبکه به

شود اگرچه بیشتر میدان جریان در گونه که مشاهده میداده شده است. همان

 0.5قرار دارد اما نواحی با گرادیان فشاری بالا عدد ماخ تا مقدار  0.2ماخ زیر 

پذیر است و استفاده از حلگرهای صرفاً یافته است که کاملاً تراکمافزایش

ناپذیر )صرفاً بر پایه فشار( منطقی نیست. در مورد نمودار باقیمانده و تراکم

نمودار همگرایی ضریب برآ و پسا همانند محک قبلی، کاهش باقیمانده و 

شرط با پیش تر از حالتشرط سختهمگرایی ضرایب در حالت بدون پیش

 جا لازم به ارایه مجدد نیست.شده است که در اینحاصل

 های خیلی کمسرعت -5-3

شرط و بدون آن بر روی ایرفویل در این بخش مقایسه نتایج حالت با پیش

NACA0012 درجه  10گیرد. مشابه محک دوم زاویه حمله مجدداً انجام می

شود. منظور می 0.05ماخ  شود ولی عددانتخاب می σ ρπو عدد رینولدز 

، نمودار همگرایی "15و  14اشکال "نمودار باقیمانده و در  "13شکل "در 

 اند.شرط و بدون آن مقایسه شدهشضریب برآ و پسا برای هر دو حالت با پی
 

 
Fig. 11 Pressure coefficients comparison on two-element NLR7301 in 

- πȢρψυ, φ and 2Å ςȢυρ ρπ 
در عدد  NLR7301مقایسه ضریب توزیع فشار بر روی ایرفویل دو المانی  11شكل 

 ςȢυρ ρπدرجه و عدد رینولدز  6، زاویه حمله 0.1850ماخ 

 
Fig. 12 Mach number contour on two- element NLR7301 in 

- πȢρψυ, φ and 2Å ςȢυρ ρπ including mesh generation 

 on it 
در عدد ماخ  NLR7301شبکه و کانتور عدد ماخ حول ایرفویل دو المانی  12شكل 

 ςȢυρ ρπدرجه و عدد رینولدز  6، زاویه حمله 0.185

 
Fig. 13 Residuals comparison on  NACA0012 in - πȢπυ, ρπ and 

2Å σ ρπ 
در عدد ماخ  NACA0012مقایسه باقیمانده برحسب تکرار  بر روی ایرفویل  13شكل 

 ρπ× 3درجه و عدد رینولدز  10، زاویه حمله 0.05

 

شود کاهش باقیمانده و همگرایی ضرایب در حالت گونه که مشاهده میهمان

شرط شده است. بنابراین هر تر از حالت با پیششرط بسیار سختبدون پیش

 های باهای نزدیک به صفر حرکت کنیم، استفاده از روشچه به سمت سرعت

 آورتر است.شرط الزامپیش

-6 Ă¬Ċ¤ý ÿ ¦´zć¾Ċñ 

 بندی زیر رسید:توان به جمعشده در بخش قبلی میاز نتایج ارایه

شرط های کم، روش پیشهای بالا و هم در سرعتهم در سرعت 1-

دهد تقلیل معادلات از تطابق خوبی با نتایج تجربی دارد که نشان می

حالت ضرب ماتریسی به معادلات غیرماتریسی جدید که در این 

شده و همچنین ارایه معادلات در درستی انجام تحقیق ارایه شده، به

های آن که در شرط با مزیتبدون پیش شرط وفرم عمومی با پیش

 شود.مقدمه مقاله تشریح شد، تایید می
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Fig. 14 ╒■ comparison on  NACA0012 in - πȢπυ, ρπ and  

2Å σ ρπ 
در عدد  NACA0012مقایسه ضریب برآ برحسب تکرار بر روی ایرفویل  14شكل 

 σ ρπدرجه و عدد رینولدز  10، زاویه حمله 0.05ماخ 

 

 
Fig. 15 ╒▀ comparison on  NACA0012 in - πȢπυ, ρπ and  

2Å σ ρπ 
در عدد  NACA0012مقایسه ضریب پسا برحسب تکرار بر روی ایرفویل  15شكل 

 σ ρπدرجه و عدد رینولدز  10، زاویه حمله 0.05ماخ 

شرط در ها و ضرایب آیرودینامیکی روش پیشهمگرایی باقیمانده 2-

دهد شرط تطابق دارد و نشان میهای بالا باحالت بدون پیشسرعت

های بالا تقریباً یکسان است. این همان که عملکرد دو روش در سرعت

که طوریبینی شد به( پیش18( و )17موضوعی است که در معادله )

 ɜشرط شود و ماتریس پیشمی ὥϳاوی مس —، ὓᴼρچنانچه 

 شود.می ὖمساوی ماتریس 

شرط ناپذیر( در حالت بدون پیشجریان تراکمهای کم )در سرعت 3-

که ها طولانی و با نوسانات زیاد همراه است درحالیهمگرایی باقیمانده

شرط این همگرایی روالی منطقی داشته و بدون در حالت با پیش

است. همین موضوع در همگرایی ضرایب آیرودینامیکی نوسانات زیاد 

های تک المانی شود. تفاوتی از این لحاظ بین ایرفویلهم مشاهده می

 شود.و دو المانی مشاهده نمی

ὓجا های خیلی کم )در ایندر سرعت 4- πȢπυدر حالت بدون ) 

تر از ها و ضرایب آیرودینامیکی طولانیشرط همگرایی باقیمانده پیش

که در حالت با قبل و همراه با نوسانات خیلی زیادی است درحالی

ضرایب  در ها و همهم در باقیمانده شرط این همگراییپیش

 آیرودینامیکی روالی منطقی دارد.

-7 øĉĒÝ ¢Å¾Ąå 

ὥ ( 1سرعت صوت-ms) 

ὃ  ژاکوبیان شارماتریس 
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ὲ بردار یکه عمود بر سطح 
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0Ò عدد پرانتل 

ὶ بردار ویژه 
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2Å عدد رینولدز 
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 ورتیسیته 
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ό  سرعت در جهتØ (1-ms) 

ὺ  سرعت در جهتÙ (1-ms) 
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 مقدار ویژه ‗
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